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1 Introduction
Les faisceaux prioritaires sur PI 2 ont e´te´ introduits par A. Hirschowitz et Y. Laszlo dans
[6]. Rappelons qu’un faisceau cohe´rent E sur PI 2 est dit prioritaire s’il est sans torsion
et si Ext2(E , E(−1)) = 0. Par exemple les faisceaux semi-stables au sens de Gieseker-
Maruyama sont prioritaires. On s’inte´resse ici a` la structure pre´cise du faisceau prioritaire
ge´ne´rique de rang r et de classes de Chern c1, c2 lorsqu’il n’existe pas de faisceau semi-
stable de meˆmes rang et classes de Chern.
D’apre`s [6], le champ des faisceaux prioritaires est lisse et irre´ductible. Les conditions
d’existence des faisceaux prioritaires sont les suivantes : posons
µ =
c1
r
, ∆ =
1
r
(c2 −
r − 1
2r
c21),
(si E est un faisceau cohe´rent E sur PI 2 de rang r et de classes de Chern c1, c2, on appelle
µ = µ(E) la pente de E et ∆ = ∆(E) le discriminant de E). Alors, si −1 ≤ µ ≤ 0, il existe
un faisceau prioritaire de pente µ et de discriminant ∆ si et seulement si on a
∆ ≥ −
µ(µ+ 1)
2
.
Les conditions d’existence des faisceaux semi-stables sur PI 2 sont rappele´es ci-dessous. On
peut voir qu’il existe beaucoup de triplets (r, c1, c2) tels qu’il existe un faisceau prioritaire
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de rang r et de classes de Chern c1, c2 mais pas de faisceau semi-stable avec les meˆmes
invariants.
Les conditions d’existence des faisceaux semi-stables sur PI 2 (cf [4]) s’expriment en
fonction des seules variables µ et ∆. On montre qu’il existe une unique fonction δ(µ) telle
qu’on ait dim(M(r, c1, c2)) > 0 si et seulement si ∆ ≥ δ(µ). La fonction δ(µ) est de´crite
a` l’aide des fibre´s exceptionnels.
On dit qu’un faisceau cohe´rent E sur PI 2 est exceptionnel si E est simple (c’est-a`-dire
si les seuls endomorphismes de E sont les homothe´ties), et si
Ext1(E , E) = Ext2(E , E) = {0}.
Un tel faisceau est alors localement libre et stable, et la varie´te´ de modules de faisceaux
semi-stables correspondante contient l’unique point E . Il existe une infinite´ de´nombrable
de fibre´s exceptionnels, et un proce´de´ simple permet de les obtenir tous a` partir des fibre´s
en droites (cf. [1]). Notons qu’un fibre´ exceptionnel est uniquement de´termine´ par sa
pente. Soit F un fibre´ exceptionnel. On note xF la plus petite solution de l’e´quation
X2 − 3X +
1
rg(F )2
= 0.
Alors on montre que les intervalles ]µ(F )− xF , µ(F ) + xF [ constituent une partition
de l’ensemble des nombres rationnels. On va de´crire la fonction δ(µ) sur cet intervalle.
Posons
P (X) =
X2
2
+
3
2
X + 1.
Sur l’intervalle ]µ(F )− xF , µ(F )], on a
δ(µ) = P (µ− µ(F ))−
1
2
(1−
1
rg(F )2
),
et sur [µ(F ), µ(F ) + xF [, on a
δ(µ) = P (µ(F )− µ)−
1
2
(1−
1
rg(F )2
).
On obtient les courbes D(F ) et G(F ) repre´sente´es sur la figure qui suit. Ce sont des
segments de coniques.
On conside`re maintenant la courbe ∆ = δ′(µ) de´finie de la fac¸on suivante : sur
l’intervalle ]µ(F )− xF , µ(F ) + xF [, on a
δ′(µ) = δ(µ)−
1
rg(F )2
(1−
1
xF
| µ(F )− µ |).
On obtient ainsi les segments de coniques D′(F ) et G′(F ). Le point (µ(F ), δ′(µ(F )))
est la paire (µ,∆) correspondant au fibre´ exceptionnel F . Le point (µ(F ), δ(µ(F ))) est
le syme´trique de F par rapport a` la droite ∆ = 1/2. Notons que si µ est un nombre
rationnel diffe´rent de la pente d’un fibre´ exceptionnel, le nombre δ′(µ) est irrationnel. Ces
courbes, sur l’intervalle ]µ(F )− xF , µ(F ) + xF [ , sont repre´sente´es ci-dessous :
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G(F ) D(F )
G′(F ) D′(F )
F
P
∆ = 1/2
µ = µ(F )
µ = µ(F )− xF µ = µ(F ) + xF
Pour tout point x de PI 2, soit Ix le faisceau d’ide´aux du point x. On a
Ext1(Ix,O) ≃ CI .
Soit Vx l’unique faisceau extension non triviale de Ix par O. On va de´montrer le
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The´ore`me A : Soient r, c1, c2 des entiers, avec r ≥ 1, −1 < µ ≤ 0,
∆ ≥
µ(µ+ 1)
2
,
et tels que la varie´te´ M(r, c1, c2) soit vide.
1 - Si ∆ < δ′(µ), il existe des fibre´s exceptionnels E0, E1, E2, des espaces vectoriels de
dimension finie M0, M1, M2, dont un au plus peut eˆtre nul, tels que le faisceau prioritaire
ge´ne´rique de rang r et de classes de Chern c1, c2 soit isomorphe a`
(E0 ⊗M0)⊕ (E1 ⊗M1)⊕ (E2 ⊗M2).
2 - On suppose que c1 6= 0 ou c2 > 1. Si ∆ > δ
′(µ), soit F l’unique fibre´ exceptionnel tel
que µ ∈ ]µ(F )− xF , µ(F ) + xF [. Alors si µ ≤ µ(F ), l’entier
p = r.rg(F )(P (µ− µ(F ))−∆−∆(F ))
est strictement positif, et le faisceau prioritaire ge´ne´rique de rang r et de classes de Chern
c1, c2 est isomorphe a` une somme directe
(F ⊗ CI p)⊕ E ,
ou` E est un fibre´ semi-stable situe´ sur la courbe G(F ). De meˆme, si µ ≥ µ(F ), l’entier
p = r.rg(F )(P (µ(F )− µ)−∆−∆(F ))
est strictement positif, et le faisceau prioritaire ge´ne´rique de rang r et de classes de Chern
c1, c2 est isomorphe a` une somme directe
(F ⊗ CI p)⊕ E ,
ou` E est un fibre´ semi-stable situe´ sur la courbe D(F ).
3 - Si c1 = 0, c2 = 1, le faisceau prioritaire ge´ne´rique de rang r et de classes de Chern
c1, c2 est isomorphe a` une somme directe du type
(O ⊗ CI r−2)⊕ Vx.
Le re´sultat pre´ce´dent apporte des pre´cisions sur ce qui est de´montre´ dans [6], c’est-
a`-dire que s’il n’existe pas des faisceau semi-stable de rang r et de classes de Chern c1,
c2, alors deux cas peuvent se produire : la filtration de Harder-Narasimhan du faisceau
prioritaire ge´ne´rique de rang r et de classes de Chern c1, c2 comporte deux termes, ou elle
en comporte trois. Dans le premier cas, un des termes est semi-exceptionnel (c’est-a`-dire
de la forme F ⊗ CI k, avec F exceptionnel), et dans le second cas les trois termes sont
semi-exceptionnels.
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Le the´ore`me A permet aussi de conclure que s’il n’existe pas de faisceau semi-stable
de rang r et de classes de Chern c1, c2, il n’existe pas non plus d’espaces de modules
fins de faisceaux de rang r et de classes de Chern c1, c2 contenant au moins un faisceau
prioritaire.
On appelle ici espace de modules fin de faisceaux de rang r et de classes de Chern c1,
c2 sur PI 2 la donne´e d’une varie´te´ alge´brique lisse M non vide et d’un faisceau cohe´rent F
sur M × PI 2 posse´dant les proprie´te´s suivantes :
(i) Le faisceau F est plat sur M et pour tout point ferme´ x de M , Fx = F|{x}× PI 2 est un
faisceau sans torsion sur PI 2, de rang r et de classes de Chern c1, c2.
(ii) Pour tout point ferme´ x de M , le faisceau Fx est simple, on a Ext
2(Fx,Fx) = {0},
et le morphisme de de´formation infinite´simale de Koda¨ira-Spencer
TxM −→ Ext
1(Fx,Fx)
est surjectif.
(iii) Pour tous point ferme´s distincts x et y de M , les faisceaux Fx et Fy ne sont pas
isomorphes.
Par exemple, si r, c1 et
χ = r − c2 +
c1(c1 + 3)
2
sont premiers entre eux, et s’il existe un faisceau stable de rang r et de classes de Chern
c1, c2, la varie´te´ de modules de ces faisceaux stables, e´quipe´e d’un faisceau universel, est
un espace de modules fin. Ceci sugge`re la conjecture suivante :
Conjecture : Les seuls espaces de modules fins qui soient projectifs sont les varie´te´s de
modules de faisceaux stables, lorsque r, c1 et χ sont premiers entre eux.
Le the´ore`me A entraine imme´diatement le
The´ore`me B : Soient r, c1, c2 des entiers avec r ≥ 1. On suppose que la varie´te´ modules
M(r, c1, c2) des faisceaux semi-stables sur PI 2 de rang r et de classes de Chern c1, c2 est
vide. Alors il n’existe pas d’espace de modules fin de faisceaux de rang r et de classes de
Chern c1, c2, et contenant un faisceau prioritaire.
Il est possible de pre´ciser le 1- du the´ore`me A. On rappelle dans le § 2 la notion de
triade, qui est un triplet particulier (E, F,G) de fibre´s exceptionnels. On ne conside`re ici
que des triades de fibre´s exceptionnels dont les pentes sont comprises entre −1 et 0. A la
triade (E, F,G) correspond le triangle T(E,F,G) du plan (de coordonne´es (µ,∆)), dont les
coˆte´s sont des segments de paraboles et les sommets les points correspondant a` E, F et
G. Ce triangle est de´fini par les ine´quations
∆ ≤ P (µ−µ(G))−∆(G), ∆ ≥ P (µ−µ(H)+3)−∆(H), ∆ ≤ P (µ−µ(E)+3)−∆(E),
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H e´tant le fibre´ exceptionnel noyau du morphisme d’e´valuation E ⊗Hom(E, F ) −→ F .
Soit T l’ensemble des triades de fibre´s exceptionnels dont les pentes sont comprises entre
−1 et 0. Soit S l’ensemble des points (µ,∆) du plan tels que
−1 ≤ µ ≤ 0, −
µ(µ+ 1)
2
≤ ∆ ≤ δ′(µ).
On de´montrera le
The´ore`me C : 1 - Soient (E, F,G), (E ′, F ′, G′) des e´le´ments distincts de T. Alors les
triangles T(E,F,G) et T(E′,F ′,G′) ont une intersection non vide si et seulement si cette in-
tersection est un sommet commun ou un coˆte´ commun. Dans le premier cas, les fibre´s
exceptionnels correspondants sont identiques, et dans le second les paires de fibre´s excep-
tionnels correspondantes le sont.
2 - On a S =
⋃
(E,F,G)∈T
T(E,F,G).
3 - Soient r, c1, c2 des entiers, avec r ≥ 1,
µ =
r
c1
, ∆ =
1
r
(c2 −
r − 1
2r
c21).
On suppose que (µ,∆) ∈ T(E,F,G). Soit H le noyau du morphisme d’e´valuation
E ⊗ Hom(E, F ) −→ F . Alors
m = r.rg(E).(P (µ− µ(E) + 3)−∆(E)),
n = r.rg(H).(P (µ− µ(H) + 3)−∆(H)),
p = r.rg(G).(P (µ− µ(G))−∆(G))
sont des entiers positifs ou nuls, et le fibre´ prioritaire ge´ne´rique de rang r et de classes
de Chern c1, c2 est de la forme
(E ⊗ CI m)⊕ (F ⊗ CI n)⊕ (G⊗ CI p).
Notations
Rappelons que le the´ore`me de Riemann-Roch s’e´crit pour un faisceau cohe´rent E de
rang positif sur PI 2
χ(E) = rg(E).(P (µ(E))−∆(E)),
χ(E) de´signant la caracte´risitique d’Euler-Poincare´ de E. Si E, F sont des faisceaux
cohe´rents sur PI 2, on pose
χ(E, F ) =
∑
0≤i≤2
(−1)i dim(Exti(E, F )).
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On a, si rg(E) > 0 et rg(F ) > 0,
χ(E, F ) = rg(E).rg(E).(P (µ(F )− µ(E))−∆(E)−∆(F )).
On a en ge´ne´ral, pour tout entier i, un isomorphisme canonique
Exti(E, F ) ≃ Ext2−i(F,E(−3))
(dualite´ de Serre, cf. [4], prop. (1.2)).
2 Fibre´s exceptionnels
2.1 Construction des fibre´s exceptionnels
Les re´sultats qui suivent ont e´te´ de´montre´s dans [4] ou [1]. Un fibre´ exceptionnel est
entie`rement de´termine´ par sa pente. Soit P l’ensemble des pentes de fibre´s exceptionnels.
Si α ∈ P , on note Eα le fibre´ exceptionnel de pente α, et rα son rang. On montre que rα
et c1(Eα) sont premiers entre eux. Soit ∆α = ∆(Eα). Alors on a
∆α =
1
2
(1−
1
r2α
),
(ce qui de´coule du fait que χ(Eα, Eα) = 1).
Soit D l’ensemble des nombres rationnels diadiques, c’est-a`-dire pouvant se mettre
sous la forme p/2q, p et q e´tant des entiers, q ≥ 0. On a une bijection
ǫ : E −→ P.
Cette application est entie`rement de´termine´e par les proprie´te´s suivantes:
- Pour tout entier k, on a ǫ(k) = k.
- Pour tout entier k et tout x ∈ D, on a ǫ(x+ k) = ǫ(x) + k.
- Pour tous entiers p, q, avec q ≥ 0, on a
ǫ(
2p+ 1
2q+1
) = ǫ(
p
2q
)× ǫ(
p+ 1
2q
),
ou` × est la loi de composition suivante :
α× β =
α + β
2
+
∆α −∆β
3 + α− β
.
Cette relation signifie simplement que
χ(Eα×β, Eα) = χ(Eβ, Eα×β) = 0.
La construction des pentes des fibre´s exceptionnels comprises entre −1 et 0 se fait
donc en partant des pentes −1 et 0, correspondant aux fibre´s exceptionnels O(−1) et O.
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On appelle triades les triplets de fibre´s exceptionnels de la forme
(O(k),O(k + 1),O(k + 2)), (Eα, Eα×β, Eβ), (Eα×β, Eβ, Eα+3) ou (Eβ−3, Eα, Eα×β), α et β
e´tant des e´le´ments de P de la forme
α = ǫ(
p
2q
), β = ǫ(
p + 1
2q
).
ou` p et q sont deux entiers avec q ≥ 0. Les triades sont exactement les bases d’he´lice de
[5].
On donne maintenant la construction des triades de fibre´s exceptionnels dont les pentes
sont comprises entre −1 et 0. Ces triades sont du type (Eα, Eα×β, Eβ). La construction
se fait de la fac¸on suivante, par re´currence : on part de la triade (O(−1), Q∗,O), ou` Q est
le fibre´ exceptionnel quotient du morphisme canonique O(−1) −→ O ⊗H0(O(1))∗. Sup-
posons la triade (E, F,G) construite. Alors on construit les triades adjacentes (E,H, F )
et (F,K,G). Le fibre´ H est le noyau du morphisme canonique surjectif
F ⊗ Hom(F,G) −→ G
et K est le conoyau du morphisme canonique injectif
E −→ F ⊗ Hom(E, F )∗.
De plus, le morphisme canonique
E ⊗Hom(E,H) −→ H (resp. K −→ G⊗ Hom(K,G)∗ )
est surjectif (resp. injectif) et son noyau (resp. conoyau) est isomorphe a` G(−3) (resp.
E(3)).
2.2 Suite spectrale de Beilinson ge´ne´ralise´e
A toute triade (E,G, F ) et a` tout faisceau cohe´rent E sur PI 2 on associe une suite spectrale
Ep,qr de faisceaux cohe´rents sur PI 2, convergeant vers E en degre´ 0 et vers 0 en tout autre
degre´. Les termes Ep,q1 e´ventuellement non nuls sont
E−2,q1 ≃ H
q(E ⊗ E∗(−3))⊗E, E−1,q1 ≃ H
q(E ⊗ S∗)⊗G, E0,q1 ≃ H
q(E ⊗ F ∗)⊗ F,
S de´signant le fibre´ exceptionnel conoyau du morphisme canonique injectif
G −→ F ⊗Hom(G,F ).
2.3 Se´rie exceptionnelle associe´e a` un fibre´ exceptionnel
Soit F un fibre´ exceptionnel. Les triades comportant F comme terme de droite sont de la
forme (Gn, Gn+1, F ), ou` la suite de fibre´s exceptionnels (Gn) est entie`rement de´termine´e
par deux de ses termes conse´cutifs, par exemple G0 et G1, par les suites exactes
0 −→ Gn−1 −→ (Gn ⊗Hom(Gn−1, Gn)
∗) ≃ (Gn ⊗ Hom(Gn, Gn+1)) −→ Gn+1 −→ 0.
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On appelle (Gn) la se´rie exceptionnelle a` gauche associe´e a` F . Les couples (µ(Gn),∆(Gn))
sont situe´s sur la conique d’e´quation
∆ = P (µ(F )− µ)−∆(F ),
(ce qui traduit le fait que χ(F,Gn) = 0).
A
tGn−1
tGn
tGn+1
B ∆ = 1/2
Dans la figure ci-dessus, les points A et B sont les intersections de cette conique avec
la droite d’e´quation ∆ = 1/2. On a
lim
n→−∞
= A et lim
n→∞
= B.
Remarquons que µ(B)− µ(A) < 3.
Si F = O, il existe une unique paire (Gn, Gn+1) telle que µ(Gn+1)− µ(Gn) ≥ 1,
c’est (O(−2),O(−1)). Supposons que −1 < µ(F ) < 0. Il existe alors une unique tri-
ade de la forme (E, F,G), avec −1 ≤ µ(E) < µ(G) ≤ 0. On en de´duit que (G(−3), E)
est une des paires (Gn, Gn+1). On peut supposer que (G(−3), E) = (G0, G1). On a
µ(G1)− µ(G0) ≥ 2, et (G0, G1) est l’unique paire (Gn, Gn+1) telle que
µ(Gn+1)− µ(Gn) ≥ 1. On l’appelle la paire initiale de la se´rie (Gn).
Lemme 2.1 Le fibre´ vectoriel G∗0 ⊗G1 est engendre´ par ses sections globales.
De´monstration. D’apre`s la construction de (G0, G1), il suffit de prouver le re´sultat
suivant : si (A,B,C) est une triade de fibre´s exceptionnels telle que µ(C)− µ(A) ≤ 1,
les fibre´s B∗ ⊗A(3), C∗ ⊗B(3) et C∗ ⊗A(3) sont engendre´s par leurs sections globales.
On de´montre cela par re´currence : il faut montrer que si c’est vrai pour une triade, c’est
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vrai pour les deux triades adjacentes. Supposons que ce soit vrai pour (A,B,C). Soient
H le noyau du morphisme canonique surjectif
B ⊗Hom(B,C) −→ C
et K le conoyau du morphisme canonique injectif
A −→ B ⊗ Hom(A,B)∗.
Il faut montrer que le re´sultat est vrai pour les triades (A,H,B) et (B,K,C). En
conside´rant la triade duale (C∗(−1), B∗(−1), A∗(−1)), on voit qu’il suffit de conside´rer
(A,H,B). On a une suite exacte
0 −→ H −→ B ⊗ Hom(B,C) −→ C −→ 0.
On en de´duit un morphisme surjectif
B∗(3)⊗A⊗Hom(B,C)∗ −→ H∗(3)⊗ A.
Puisque B∗(3)⊗ A est engendre´ par ses sections globales (hypothe`se de re´currence), il en
est de meˆme de H∗(3)⊗A. On a d’autre part une suite exacte
0 −→ C(−3) −→ A⊗ Hom(C(−3), A)∗ −→ H −→ 0,
d’ou` on de´duit un morphisme surjectif
B∗(3)⊗ A⊗ Hom(C(−3), A)∗ −→ B∗(3)⊗H,
d’ou` on de´duit que B∗(3)⊗H est engendre´ par ses sections globales. ✷
Lemme 2.2 Pour tout entier n, on a n ≥ 1 si et seulement si pour tous entiers a, b, c
positifs ou nuls, le fibre´ vectoriel
(Gn ⊗ CI
a)⊕ (Gn+1 ⊗ CI
b)⊕ (F ⊗ CI c)
est prioritaire.
De´monstration. Imme´diat. ✷
On de´finit de meˆme la se´rie exceptionnelle a` droite (Hn) associe´e a` F . On a
Hn = Gn(3) pour tout n.
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2.4 E´tude de T
L’ensemble T est construit comme une union croissante de sous-ensembles
T0 = {(O(−1), Q
∗,O)} ⊂ T1 ⊂ . . . Tn ⊂ Tn+1 ⊂ . . .
T =
⋃
n≥0
Tn,
ou` Tn est l’ensemble des triades (Eα, Eα×β, Eβ), α, β e´tant de la forme
α = ǫ(
p
2n
), β = ǫ(
p + 1
2n
),
avec p entier. Si n > 0, les triades de Tn\Tn−1 forment une suite t
(n)
0 , . . . , t
(n)
2n−1,
t
(n)
i = (Eα( i
2n
), Eα( 2i+1
2n+1
), Eα( i+1
2n
)).
On a
µ(Eα( i
2n
)) < µ(Eα( 2i+1
2n+1
)) < µ(Eα( i+1
2n
)),
et dans le plan de coordonne´es (µ,∆), Eα( 2i+1
2n+1
) est situe´ au dessus de la droite
Eα( i
2n
)Eα( i+1
2n
).
t
(n)
i
t
(n+1)
2i
t
(n+1)
2i+1
Le segment de conique E−1E0 de T(E−1,E 1
2
,E0) n’est autre que la courbe ∆ = −
µ(µ+1)
2
.
On en de´duit imme´diatement le
Lemme 2.3 Soit Z =
⋃
(E,F,G)∈T T(E,F,G). Alors, si (µ,∆) ∈ Z, on a (µ,∆
′) ∈ Z si
−
µ(µ+ 1)
2
≤ ∆′ ≤ ∆.
12 Jean-Marc Dre´zet
3 Fibre´s prioritaires ge´ne´riques
3.1 Cohomologie naturelle
Lemme 3.1 Soient F un fibre´ exceptionnel, r, c1, c2 des entiers tels que r ≥ 2,
µ(F )− xF < µ ≤ µ(F ) et ∆ = δ(µ). Alors il existe un fibre´ vectoriel stable E de rang r
et de classes de Chern c1, c2, tel que Ext
1(E , F ) = {0}.
De´monstration. On conside`re la suite (Gn) de fibre´s exceptionnels du § 2. Soient n un
entier et E un faisceau semi-stable de rang r et de classes de Chern c1, c2. On pose
k = χ(E , F ), mn = −χ(E ⊗G
∗
n(−3)),
qui sont inde´pendants de E . Ces entiers sont positifs : pour le premier, cela de´coule
du fait que le point correspondant a` E est situe´ sous la conique donnant l’e´quation de
δ(µ) sur ]µ(F ), µ(F ) + xF [. Pour le second on utilise le fait que H
0(E ⊗G∗n(−3)) et
H2(E ⊗G∗n(−3)) sont nuls. On conside`re les triades (F,Gp−1(3), Gp(3)). Ceci sugge`re de
trouver E comme noyau d’un morphisme surjectif ade´quat
θ : (F ⊗ CI k)⊕ (Gp−1(3)⊗ CI
mp+1) −→ Gp(3)⊗ CI
mp .
Un tel fibre´ a en effet les bons rang et classes de Chern, et de plus on a Ext1(E , F ) = {0}.
Pour montrer que E se de´forme en fibre´ stable, il suffit qu’il soit prioritaire, car le champ
des faisceaux prioritaires est irre´ductible (cf. [6]). On prend p = 1, c’est-a`-dire qu’on
conside`re des morphismes
(F ⊗ CI k)⊕ (G0(3)⊗ CI
m2) −→ G1(3)⊗ CI
m1 .
Alors on a µ(G1(3))− µ(G0(3)) ≥ 1, donc µ(G1(3))− µ(F ) > 1, et la paire (F,G1(3))
est initiale dans la se´rie qui la contient. Ceci entraine que le faisceau des morphismes
pre´ce´dents est engendre´ par ses sections globales. Comme r ≥ 2, il existe un morphisme
θ : (F ⊗ CI k)⊕ (G0(3)⊗ CI
m2) −→ G1(3)⊗ CI
m1
qui est surjectif. Soit
E = ker(θ).
Il reste a` montrer que E est prioritaire, c’est-a`-dire que Hom(E , E(−2)) = {0}. On a une
suite exacte
0 −→ E −→ (F ⊗ CI k)⊕ (G0(3)⊗ CI
m2) −→ G1(3)⊗ CI
m1 −→ 0,
d’ou` on de´duit que
Hom(E , E(−2)) ⊂ (Hom(E , F (−2))⊗ CI k)⊕ (Hom(E , G0(1))⊗ CI
m2).
Il faut montrer que
Hom((E , F (−2)) = Hom(E , G0(1)) = {0}.
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Montrons d’abord que Hom((E , F (−2)) = {0}. D’apre`s la suite exacte pre´ce´dente, on
a une suite exacte
(Hom(F, F (−2))⊗ CI k)⊕ (Hom(G0(3), F (−2))⊗ CI
m2) −→ Hom((E , F (−2))
−→ Ext1(G1(3), F (−2))⊗ CI
m1 .
On a Hom(F, F (−2)) = Hom(G0(3), F (−2)) = {0}, car µ(G0(3)) > µ(F ) > µ(F (−2)).
D’autre part,
Ext1(G1(3), F (−2)) ≃ Ext
1(F (−2), G1)
∗
par dualite´ de Serre. Pour montrer que Ext1(F (−2), G1) = {0}, il suffit d’apre`s [1] de
prouver que µ(F (−2)) ≤ µ(G1). Si F = O c’est e´vident car G1 = O(−1). Sinon, on
a µ(G1)− µ(G0) ≥ 2, et si µ(F (−2)) > µ(G1), on a µ(F )− µ(G0) > 4, ce qui est faux
car µ(F )− µ(G0) < 3.
Montrons maintenant que Hom(E , G0(1)) = {0}. On a une suite exacte
(Hom(F,G0(1))⊗ CI
k)⊕ (Hom(G0(3), G0(1))⊗ CI
m2)
−→ Hom((E , G0(1)) −→ Ext
1(G1(3), G0(1))⊗ CI
m1 .
On a Hom(F,G0(1)) = {0} car µ(F ) > µ(G1) ≥ µ(G0(1)), et Hom(G0(3), G0(1)) = {0}.
Il reste a` prouver que Ext1(G1(3), G0(1)) = {0}. On a
Ext1(G1(3), G0(1)) ≃ Ext
1(G0(1), G1)
∗ = {0}
d’apre`s [1] et le fait que µ(G0(1)) ≤ µ(G1). ✷
3.2 de´monstration du the´ore`me A
Soient F un fibre´ exceptionnel, r, c1, c2 des entiers tels que µ(F )− xF < µ < µ(F ) + xF ,
∆ < δ(µ) et (µ,∆) 6= (µ(F ),∆(F )). On peut se limiter au cas ou` µ(F )− xF < µ ≤ µ(F ),
l’autre cas s’en de´duisant par dualite´. On a alors
p = r.rg(F )(P (µ− µ(F ))−∆−∆(F )) > 0.
Supposons que µ > δ′(µ). Alors on a p.rg(F ) < r. En effet, ceci e´quivaut a`
δ(µ)−∆ <
1
rg(F )2
(cf. la figure de l’Introduction). Il existe donc des entiers r′, c′1, c
′
2, tels que r, c1 et c2
soient le rang et le classes de Chern d’une somme directe d’un fibre´ vectoriel U de rang
r′ et de classes de Chern c′1,c
′
2 et de F ⊗ CI
p. Le point correspondant a` U est situe´ sur la
conique d’e´quation
∆ = P (µ− µ(F ))−∆(F )
et on a ∆ ≥ δ′(µ) si et seulement si ce point est situe´ sur le segment G(F ) de la conique.
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Supposons que ∆ ≥ δ′(µ) et r′ ≥ 2. Dans ce cas il existe d’apre´s le lemme 3.1 un
fibre´ stable U de rang r′ et de classes de Chern c′1,c
′
2 tel que Ext
1(U , F ) = {0}. Le fibre´
E = (F ⊗ CI p)⊕ U
est prioritaire, de rang r et de classes de Chern c1,c2. Les fibre´s prioritaires ge´ne´riques
sont de ce type, car les fibre´s tels que E sont de´finis par la suite de conditions ouvertes
suivante :
(i) on a Ext2(F, E) = {0}.
(ii) Le morphisme canonique d’e´valuation
ev : F ⊗ CI p = F ⊗ Hom(F, E) −→ E
est injectif.
(iii) Si U = coker(ev), U est un fibre´ stable tel que Ext1(U , F ) = {0}.
Supposons maintenant que r′ = 1. Dans ce cas on doit avoir F = O et c2 = 1.
Les faisceaux de M(r′, c′1, c
′
2) sont de la forme Ix (ide´al d’un point x de PI 2). On a
Ext1(Ix,O) = CI , d’ou` le the´ore`me A dans ce cas.
Il reste a` traiter le cas ou` ∆ < δ′(µ). C’est une conse´quence du the´ore`me C, dont la
de´monstration suit. ✷
3.3 De´monstration du the´ore`me C
Soit (E, F,G) ∈ T. En conside´rant la suite spectrale de Beilinson ge´ne´ralise´e associe´e
a` (E, F,G), on voit imme´diatement que les points (µ,∆) de T(E,F,G) (a` coordonne´es ra-
tionnelles) sont les paires (µ(E),∆(E)), ou` E est de la forme
E = (E ⊗ CI a)⊕ (F ⊗ CI b)⊕ (G⊗ CI c),
avec a, b, c ≥ 0 non tous nuls. Le fibre´ pre´ce´dent est prioritaire et rigide, c’est donc un
fibre´ prioritaire ge´ne´rique.
On pose comme dans le lemme 2.3,
Z =
⋃
(E,F,G)∈T
T(E,F,G).
La partie 1- du the´ore`me C est une conse´quence imme´diate du § 2.4. Il reste donc a`
prouver que
Z = S.
Soit (µ,∆) ∈ Z. Alors on a ∆ ≤ δ′(µ), car les fibre´s prioritaires ge´ne´riques ayant les
invariants µ et ∆ sont rigides, comme on vient de le voir. On a donc Z ⊂ S.
Soit F un fibre´ exceptionnel tel que −1 < µ(F ) ≤ 0, (Gn) la se´rie exceptionnelle a`
gauche associe´e a` F . On va montrer que lorsque n tend vers l’infini, le segment de conique
GnF de T(Gn−1,Gn,F ) tend vers le segment de conique
{(µ, δ′(µ)), µ(F )− xF < µ ≤ µ(F )}.
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On montrerait de meˆme que si −1 ≤ µ(F ) < 0, et si (Hn) est la se´rie exceptionnelle a`
droite associe´e a` F , alors lorsque n tend vers moins l’infini, le segment de conique FHn
de T(F,Hn,Hn+1) tend vers le segment de conique
{(µ, δ′(µ)), µ(F ) ≤ µ < µ(F ) + xF}.
D’apre`s le lemme 2.3, ceci entraine que S ⊂ Z.
L’e´quation du segment de conique GnF de T(Gn−1,Gn,F ) est
∆ = P (µ− µ(Gn−1)− 3)−∆(Gn−1).
On a
lim
n→∞
(µ(Gn−1)) = µ(F )− xF , lim
n→∞
(∆(Gn−1)) =
1
2
.
Donc le segment GnF tend vers la courbe
{(µ, φ(µ)), µ(F )− xF < µ ≤ µ(F )}.
avec
φ(µ) = P (µ− µ(F ) + xF − 3)−
1
2
.
On ve´rifie imme´diatement que φ(µ) = δ′(µ), ce qui ache`ve la de´monstration du the´ore`me
C. ✷
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